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감마 분포의 Special Case 

)2,2/(~ == βα rGammaX 인 경우 모수 r인 카이-자승(Chi-Square) 분포를 따른다고 한다. 

rxex
r

xf xr
r

<≤
Γ

= −− 0,0,
)2/(2

1)( 2/12/
2/

,  

NOTATION )(rChisquare ,  

평균, 분선: rXE =)( , rXV 2)( =  

),1(~ βα =GammaX 인 경우 모수 β 인 지수(exponential) 분포를 따른다고 한다. 

β
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β <≤= − 0,0,1)( / xexf x ,  

NOTATION )(βlExponentia ,  

평균, 분산: β=)(XE , 2)( β=XV  

감마분포와 포아송 분포 

만약 ),...,,( 21 αxxx 가 서로 독립이고 모수가 λ인 지수 분포를 따른다면 ∑
=

=
α

1i
ixY 는 모수

가 ),( λα 인 감마 분포 ),( λαGamma  따른다. 다음은 포아송 분포와 감마 분포의 관계를 나타

낸 것이다. 포아송 분포를 따르는 사건이 일어나는 사이 시간의 분포는 지수분포를 따른다. 

),(~ λαGammaX , )/(~ λxPoissonY   )()( α≥=≤ YPxXP  

                                   시간(time) 

 

 

이산형 확률변수 X 가 )(~ λPoisson 을 따른다고 하자. 그리고 연속형 확률변수 Y 을 X

가 일어나는데 걸리는 시간이라 정의하자. 그러면 다음이 성립한다. 
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구간에서일어나지않음사건이

구간에서일어남사건이
. 

그러므로 Y 의 확률밀도함수는 0,)( >= − yeyf yλλ )/1(~ λβ =lExponentia 이다. 

감마분포를 따르는 것은 MGF에 의해 보이면 된다.   
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정리(THEOREM) 

),(~ βαGammaX 인 경우 )2(~2 α
β

=rChisquareX
이다.. 

PROOF 6장에서 다룰 것이다. 

 
EXAMPLE 4-11 지수분포의 무기억성 

)(~ βlExponentiaX 이고  ba, 가 양의 상수인 경우 )()|( bXPaXbaXP >=>+> 임을 보이

시오, ※무기억성(Memoryless property)이라 한다. (Recall: Geometric dist.) 

 

 

 

 

 

 
HOMEWORK #11-1 DUE 4월 26일 

)(exp~ βonentialX 이고 확률변수 Y 을 다음과 같이 정의하자.  

kY =  if kXk <≤−1  for ,...2,1=k  

확률 )( kYP = 을 구하고 이것을 이용하여 이산형 확률변수 Y의 확률밀도함수를 구하시오.

 

 

4.6 베타 분포(Beta Dist.) 

시간의 비에 대한 분포 (예) 감마분포를 따르는 두 확률변수의 비 
YX

X
+

 

정의(DEFINITION) 

아래 확률밀도함수를 갖는 확률변수 X 는 모수 βα , 을 갖는 베타 분포를 따른다.  
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NOTATION ),(~ βαBetaX  

  In SAS: PDF(‘BETA’, βα ,,x ) 

Mean & Variance 
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PROOF  
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분산에 대한 증명은 숙제로 남겨둔다. Q.E.D. 

 

 
HOMEWORK #11-2 DUE 4월 26일 

),(~ βαBetaX 일 경우 
)1()(

)(
2 +++

=
βαβα

αβXV 임을 보이시오. 

 

 
EXAMPLE 4-12 베타분포의 special case 

)1,1(~ == βαBetaX 이면 )1,0(~ UniformX 을 따른다. 

 

 

 

 
HOMEWORK #11-3 DUE 4월 26일

은행의 업무 시간 중 바쁜 시간의 비율을 확률변수 X 라 정의하자. 확률변수 X 의 확률

밀도함수가 10,)1()( 42 ≤≤−= xxcxxf 라 주어져 있다. 

⑴상수 c을 구하시오.    

⑵바쁜 시간 비율의 기대값 )(XE 을 구하시오. 
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4.7 MGF (Moment Generating Function) 

정의(DEFINITION) ∫== dxxfeeEtM txtx
X )()()(  

○ ( ) ( 0) ( )k k
xM t E X= = : 원점에 대한 k-th 적률(k-th moment about origin) 

○MGF 유일성(Uniqueness): 적률생삼함수가 같은 확률변수는 동일한 확률분포함수를 

갖는다. 

 
EXAMPLE 4-13 적률생성함수의 유일성(이산형) 

아래 적률생성함수를 갖는 확률분포함수를 얻으시오.  
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EXAMPLE 4-14 지수분포 MGF 

)(~ βlExponentiaX 의 MGF가 )
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임을 보이시오. 
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 Q.E.D 

 
HOMEWORK #11-4 DUE 4월 26일 

)(~ βlExponentiaX 의 MGF가 )
1

1(
tβ−
임을 이용하여 ),(~ βαGammaX 의 MGF가 α

β
)

1
1(

t−
임

을 증명하시오.  
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EXAMPLE 4-15 정규분포 MGF 

)1,0(~ NormalZ 의 MGF가 )
2

exp(
2t
임을 보이시오. 
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 Q.E.D. 

 
HOMEWORK #11-5 DUE 4월 26일 

⒜ )()()( atMetMtM X
bt

baXX == + 임을 보이시오. 

⒝위의 사실을 이용하여 ),(~ 2σµNormalX 의 MGF가 )
2

exp(
22tt σµ + 임을 보이시오.  

 

4.8 Tchebysheff’s Theorem 

확률변수 X 가 평균 µ , 분산 2σ 을 갖는 경우 양의 상수 k에 대하여 다음이 성립한다. 

2 2
1 1(| | ) 1   (| | )P X k or P X k
k k

µ σ µ σ− < ≥ − − ≥ ≤  

PROOF 3장 참고. 

 
EXAMPLE 4-16 Tchebysheff 정리 적용 예제 

은행에서 기다리는 시간이 )2,1.3( == βαGamma 을 따른다고 한다. 고객 한 명이 21.5분을 

기다리고 “너무 오래 기다렸다고” 항의한다. 적절한 주장인가? 

 

평균, 분산: 4.1221.3,2.621.3 22 =×==×= σµ  

32.4)2.65.21(4.12 ⇒−=k . Therefore 053.0/1 2 =k  

) (0000.0
)(053.0)3.15|2.6(

RuleEmpirical
fTchebyshefXP

=
=≥−

  (유의확률) )2,1.3( == βαGamma  상황 하에서는 

일어날 가능성이 매우 작으므로 고객의 불평은 합당하다. 
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4.9 연속형 확률변수 관계 

4장에서 증명되지 못한 관계는 5-6장에서 다루기로 한다. 
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