
Multivariate Data Analysis

FA C t FA C t ((페이지페이지 ))FA Concept FA Concept ((페이지페이지120)120)

History 페이지 120

Spearman(1904)

Concept 개념
개체의 특성을 측정한 변수들 간에는 구조적 연관Spearman(1904)

• 6개분야능력에의해학생들의 intelligence 측정

•상관계수에의해 6개분야그룹화가능? (언어, 수리능력)

•그러나상관계수복잡하게얽혀있음

개체의 특성을 측정한 변수들 간에는 구 적 연관
관계(상관 관계)가 존재한다. 공분산 구조

내재된 공분산 구조를 설명하는 unobserved, latent 
변인 존재

요인을 이용하여 구조적 연관 관계 크기(상관계수 )에
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요인을 이용하여 구조적 연관 관계 크기(상관계수 )에
따라 변수들을 그룹화

모형

Classic French English Math Dis. Music
Classic 1 .83 .78 .7 .66 .63
French 1 .67 .67 .65 .57
English 1 .64 .54 .51
Math 1 .45 .51
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•원변수를요인에의해표현

요인(인자, factor)을이용하여
•원변수의내재된구조적관계를이해한다factorfactorfactor

Discovery 1 .4
Music 1

LFX =
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lysis

•원변수의내재된구조적관계를이해한다.

•요인의개수를결정한다. 그룹의크기

•변수그룹의이름부여, 부하행렬이용
clcl DiDi

frfr mamaenen

MuMu
cl Di

fr maen

Mu

)(RS factor1             factor2 Error

활용
•설문지리커트척도문항하위개념분류

주성분점수와유사하게  실제로는동일속성  동일단위

frfr mamaenen

η1η1
η2η2

η6η6

η3η3 η44η44
η5η5

fr maen

η1
η2

η6

η3 η44
η5

)(RS 
Common factors

(45)Prof. Sehyug Kwon, Dept. of Statistics, HANNAM University Lecture of 2008 Fall

•주성분점수와유사하게, 실제로는동일속성, 동일단위
변수에대해서만요인점수사용factor1factor1 factor2factor2factor1 factor2



Multivariate Data Analysis
개념개념 22개념개념 22

상관분석과관계 (페이지 145)

Football.xls

주성분분석과비교 (페이지 122)
Football.xls

•변수: RO_YDS, RD_YDS, PO_YDS, PD_YDS, TO_YDS, 
TD_YDS

•변수의구조적관계상관관계에따라요인의 loading 값
크기가결정된다. 

주성분 분석 요인 분석

주성분은 원 변수의 직교 선형 결합

으로표현

인자들의 직교 선형 결합으로 원 변

수들을표현
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크기가결정된다. 

•변수의그룹화는상관관계정도에의존
Y=LX, L은 선형계수 행렬 X=LF, L 부하행렬, F 관측불가

주성분은변수들의 변동을 설명
요인은 변수들의 분산-공분산 구조

설명

요인분석이나 주성분 분석의 L을 구하는 방법 유사하다. 공분산 행렬, 상관
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행렬로부터고유치 그에 대응하는고유 벡터를 이용

선형계수 행렬 L은 변수의 개수 축

약하는데 사용되며 는 주성분의 이

름을붙이는데 사용

부하 행렬 L은 변수에 내재된 관계

를 알아보는데 사용되며 는 변수들

을그룹화 하는데 사용

ht
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lysis적절한 주성분의 수를 구하고 주

성분의 이름을 부여하고 주성분 점

수를계산한다.

데이터 스크린, 이상치 발견, 개체

적절한 인자의 수를 구하고 이를

이용하여 변수들을 그룹화 하고 그

룹을 이용하여 변수에 내재된 관계

를알아본다.

요인점수를 주성분 점수와 유사하
데이터 린, 이상치 발견, 개체

군집/판별등에 이용
요인점수를 주성분 점수와 유사하

게활용 가능

(46)Prof. Sehyug Kwon, Dept. of Statistics, HANNAM University Lecture of 2008 Fall



Multivariate Data Analysis
주성분주성분분석과분석과요인분석요인분석비교비교22((페이지페이지 128)128)주성분주성분분석과분석과요인분석요인분석비교비교22((페이지페이지 128)128)

요인분석요인분석

주성분분석
공분산 행렬 사용
주성분분석
공분산 행렬 사용

요인추출: 주성분분석 방법 이용
공분산 행렬 사용
요인추출: 주성분분석 방법 이용
공분산 행렬 사용
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고유값 동일
즉 요인/주성분 원변수 설명 정도 동일
고유값 동일
즉 요인/주성분 원변수 설명 정도 동일

ijf
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즉,요인/주성분 원변수 설명 정도 동일즉,요인/주성분 원변수 설명 정도 동일

요인 loading : 원변수 그룹에 사용
X=L(loading)F

요인 loading : 원변수 그룹에 사용
X=L(loading)F

ijl
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lysis

ijiij lf λ=

X L(loading)F
주성분 계수: 주성분 이름 부여에 사용

Y=L(linear coefficient)X

X L(loading)F
주성분 계수: 주성분 이름 부여에 사용

Y=L(linear coefficient)X

ijiijf

(47)Prof. Sehyug Kwon, Dept. of Statistics, HANNAM University Lecture of 2008 Fall



Multivariate Data Analysis
모형모형 ((페이지페이지123)123)모형모형 ((페이지페이지123)123)

모형 요인
공통요인은 원변수 변동을 설명한다.η
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공통 인은 원변수 변동을 설명한다.
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hn
u

.a
c.

kr C
ha

p
te

xi는 i번째 원변수 x: 원변수 벡터

fi는 i번째 공통요인 (common factor) f: 요인 벡터

lij는 i변수에 대한 j요인부하 (factor loading) L: 부하
행렬 (factor loading matrix)

i번째 원변수의 변동 (분산)
•공통성(communality)+특정분산(specific variance)
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행렬 (factor loading matrix)

ηi는 i번째 원변수에 대한 오차항(공통인자가 설명하지
못하는 원인), 특정요인(specific factor)라함

•공통성은요인들이설명하는원변수변동

원변수 xi, 원변수 xj의 공분산

k=1

∑=
=

m

k
jkikji llxx

1
),cov(
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lysis가정
fi는서로 독립이고 평균 0, 분산 1인 동일분포를 따른다.

는서로 독립이고 평균 0  분산 인 동일분포를

원변수 xi, 요인변수 fj의 공분산

요인 개수 m<p: 차원 축소 (페이지 129)

•변수그룹화  일부 요인점수사용 (고유치 1 이상  80% 규칙)

),0(~ Iiidf

ikki lfx =),cov(

ηi는서로 독립이고 평균 0, 분산 wi인 동일분포를
따른다.

fi와 ηi는 서로 독립이다.

변수그룹화, 일부 요인점수사용 (고유치 1 이상, 80% 규칙)

요인은 서로 독립이다.

만약 m=p인 경우에는 특정분산=0이다.0),( =fCov η

),..,,(,0(~ 21 pdiag ψψψψη =

(48)Prof. Sehyug Kwon, Dept. of Statistics, HANNAM University Lecture of 2008 Fall
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Multivariate Data Analysis
요인요인부하부하L L 구하기구하기요인요인부하부하L L 구하기구하기

부하 L 얻는 방법 (페이지 124)

• principal factoring w/ or w/o iteration

요인의 L(fij)과 주성분의 L(lij) 관계
•주성분방법을사용하여요인방정식의해를구하는경우

iii yf λ=

p p g / /

• Rao’s canonical factoring, alpha factoring, image 
factoring

• Maximum likelihood, un-weighted least square 
factor analysis, Harris factoring

요인분석과주성분분석은동일하다.

•다른점: 주성분점수(Y=LX)는 원변수의선형결합이나
요인점수는추정(X=LF)해야한다.
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factor analysis, Harris factoring

주성분방법
원변수 공분산행렬(상관계수 행렬)로부터 고유치

최대우도추정방법
•원변수가다변량정규분포가정(강한가정: 비율, 발생회수, 

) 하에서

)|,()|,(max
,

xLLLxL
L
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Ψ
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고유벡터를 구한다. (주성분과 동일) 소득, 자동차 가격 등 예외) 하에서

• L의초기치로다중상관계수제곱을취하고큰공통성을
가진변수에는큰가중치를주게되므로공통성의추정치가
1 이상이되는 Heywood가발생한다. 이 상황에서는Ψ의
추정치가음이된다  (사용불가)Ψ+′=⎥
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• i번째공통요인에의해원변수의설명변동크기는 λi이다.

추정치가음이된다. (사용불가)

L 부하의 의미 (페이지 134)
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• i번째공통요인의원변수에대한설명능력다음과같다. •각요인이원변수에미치는영향정도
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Multivariate Data Analysis
L L 부하부하 loading loading 및및요인개수요인개수L L 부하부하 loading loading 및및요인개수요인개수

부하(lij, loading) 의미
각요인(원변수 내재된 관계의 공통 부분)이 원변수에

요인 개수 구하기 (페이지 144)

(1)trivial한 요인은 제외하자. 원 변수 1-2개에만 부하각 인(원변수 내재된 관계의 공통 부분)이 원변수에
미치는 영향력 크기

각 요인에서 부하 절대값이 큰 것들만 선택하여 변수들을
그룹화 한다.
•그룹화  그룹내변수들의평균값계산

( )t a 한 인은 제외하자. 원 변수 2개에만 부하
값이 큰 요인은 제외하자. 이 요인에 의해 묶을 수 있는
변수는 1-2개이므로 그룹의 의미가 없기 때문이다.

(2)Kaiser 판단(가장 많이 이용): 변수들의 상관 관계가
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•그룹화: 그룹내변수들의평균값계산

•부하값이음인경우는반대개념: 반대부호는 (-)를 붙여준
후평균계산

요인의 개수는 변수 그룹 개수를 의미한다.

(2)Kaiser 판단(가장 많이 이용): 변수들의 상관 관계가
0이면 (즉, 상관계수 행렬 R은 항등 행렬 I) 원 변수의 개수와
주성분의 개수가 같아지고 주성분의 분산은 모두 1이고 각
주성분이 가지는 분산 평균도 1이다. 이를 이용하여 상관계수
행렬로부터 구한 고유치가 평균인 1이상인 되어야 한다는 판단
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공통성 (communality)
•요인들이설명하는원변수변동부분

•원변수분산=공통성+특정분산

하에 고유치가 1 이상인 것만으로 요인의 개수 결정

Scree Plot 사용: 주성분과 동일, 80% 규칙 사용 가능 (분산
변동 설명비율)
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요인 개수 강제 결정: 그룹의 개수를 미리 결정하거나, 
원변수를 어느 한 그룹에 강제로 속하게 할 때 사용, 이런 경우
부하 값이 달라진다. factor1           factor2  …       factor M Error
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분류된변수 사용
•그룹내 변수들의평균 동일속성동일개념

요인점수를주성분점수와동일하게사용

Common factors

(50)Prof. Sehyug Kwon, Dept. of Statistics, HANNAM University Lecture of 2008 Fall

•요인점수를주성분점수와동일하게사용



Multivariate Data Analysis
요인요인회전회전rotation rotation ((페이지페이지131)131)요인요인회전회전rotation rotation ((페이지페이지131)131)

개념
요인의 개수 m<p인 경우 부하 행렬의 해는 많은 해가

예제

인의 개수 p인 경우 부하 행렬의 해는 많은 해가
존재.

요인 부하 값에 의해 원 변수를 그룹화 한다, but 
• (1)요인의복합성: 하나의원변수에부하값이큰요인이

2개이상존재하거나
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2개이상존재하거나

• (2)인자의크기가 0을중심으로±의작은값이있는경우
부하값으로변수를그룹화하는것은불가능하다. 
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방법
•각요인이상대적으로큰 부하값을갖도록요인을
회전(rotate)

•방법: QUARTIMAX rotation, OBLIQUE rotation, 

• VARIMAX 방법
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방법: QUARTIMAX rotation, OBLIQUE rotation, 
PROMAX rotation, VARIMAX(*) 

• VARIMAX 방법: (Kaiser 제안) 간단한구조측정치로
부하행렬의분산을최대화하는회전방법
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Multivariate Data Analysis
요인요인점수점수 score score ((페이지페이지141)141)요인요인점수점수 score score ((페이지페이지141)141)

요인점수 (factor score) F 의미
원변수에 내재된 공통성 측정

요인점수구하기 ((X=LF+η)
관측치 X와 주성분 분석 방법에 의해 계산된 L을원변수에 내재된 공통성 측정

요인들은 서로 독립이다. 

제일 요인이 원변수 구조를 가장 많이 설명, 제이 요인…

주성분 점수와 비교

관측치 와 주성분 분석 방법에 의해 계산된 L을
이용하여 F 값 계산 (unknown η)

• Bartlett’s Method (Weighted Least Square Method)

⇒−= )( μrr xz rr
zLLLf 111 ˆˆ)ˆˆˆ( −−−= ψψ
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•주성분은원변수의선형결합, 원변수에의해만들어짐

•요인점수는원변수의내재된공통개념

부하 L의 의미

• Thompson’s Method (Regression Method)
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부하 L의 의미
주성분 (Y=LX)

원변수가 주성분에 미치는 영향, 주성분 이름 부여하기 위하여
사용

• SPSS는 Anderson Rubin 방법제공: 추정요인의
직교성을보장하는 Bartlett 방법을수정한방법
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lysis요인(X=LF) 
요인이 원변수에 미치는 영향, 원변수 그룹화에 활용, 역으로
요인점수 이름 부여에 사용하기도 한다.

요인 F를 구하는 관측치로 활용

성 장 방 정 방

요인 점수 활용 (페이지 144)

주성분 점수와 동일하게주성분 점수와 동일하게
•가능하면변수의속성이동일한경우활용하자. 그래서
리커트척도에가장많이적용 일반적으로그룹내
변수들의평균점수사용

•주성분점수와비해장점: 요인회전으로인하여다소다른

(52)Prof. Sehyug Kwon, Dept. of Statistics, HANNAM University Lecture of 2008 Fall

•주성분점수와비해장점: 요인회전으로인하여다소다른
개념의요인점수들을얻을수있다.



Multivariate Data Analysis
요인분석요인분석With A li t D t  (With A li t D t  (페이지페이지127)127)요인분석요인분석With Applicant Data (With Applicant Data (페이지페이지127)127)

요인 부하 및 개수 •상관계수행렬, 공분산행렬설정불필요? Surely

• promax

•부하값 산점도

hn
u

.a
c.

kr C
ha

p
te

tp
://

w
ol

fp
a

ck
.h er 5. Fa

ctor A
na

ht
t a

lysis

(53)Prof. Sehyug Kwon, Dept. of Statistics, HANNAM University Lecture of 2008 Fall

요인의 개수가 4개이면충분한가에 대한 가설 검정결과 귀무가설이
기각되어 4개보다많아야 된다.



Multivariate Data Analysis
요인분석요인분석With A li t D t  2 (With A li t D t  2 (페이지페이지139 141)139 141)요인분석요인분석With Applicant Data 2 (With Applicant Data 2 (페이지페이지139, 141)139, 141)

Scree Plot 최적요인 개수
•하나의그룹으로묶이는변수의개수와요인의수를고려할

Kaiser 규칙에 의해 고유치 1이 기준이 된다. 앞의 결과와는 달리
고유치 기준이면 3개 이면 충분

때 4개가가장적절

요인 분석 결과 활용
용

hn
u

.a
c.

kr C
ha

p
te

고유치 기준이면 3개 이면 충분
변수 그룹 사용
•요인내 부하값이큰 변수를동일한그룹으로묶음

• KJ (keenness to join 화합)은어느변수군으로? 요인1 
혹은요인4

tp
://

w
ol

fp
a

ck
.h er 5. Fa

ctor A
na

•변수를 4개의그룹으로나눈다. 
• 단 APP(외모)는 어느 변수 군에도 속하지 않는다. 

• 변수 KJ는 요인4의 변수 군으로 나눈다. (AA, KJ)
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lysis요인 점수 활용
•주성분점수활용과동일

•리커트척도와같이변수의속성과단위가동일한경우

슬라이드 52 에서 4대신 6을 넣으면 귀무가설이 채택되므로
6개가적절하다.

(54)Prof. Sehyug Kwon, Dept. of Statistics, HANNAM University Lecture of 2008 Fall



Multivariate Data Analysis
요인분석요인분석With A li t With A li t D t  3 D t  3 ((페이지페이지149)149)요인분석요인분석With Applicant With Applicant Data 3 Data 3 ((페이지페이지149)149)

그룹내 변수 평균
• why 평균? 단위일치

•네모박스안: (40, 39, 7, 8, 9)

•원안: (41, 42)y 평

•요인2(경험그룹), 요인3(심성) 그룹산점도: 이런주성분
분석의이름부여와동일하네? 당근

요인 점수 factor score
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Multivariate Data Analysis

I t lI t lC i t  C i t  ((페이지페이지 ))InternalInternalConsistency Consistency ((페이지페이지153)153)

내적일치도 (신뢰도 계수 reliability coefficient)
•리커트척도문항만가능 결과 제시항 능

•그룹을형성하는변수들간의일치하는정도

•측정방법: Cronbach α
• N: 문항 개수, σX: 총합 점수의 분산, σYi: 개별 문항 점수 분산

•부하값표(고유치, 누적기여율 %) 아래행에내적일치도를
제공한다.

•다음은 PROMAX 회전방법에의해구해진부하값
Varimax 보다는더 명확하게구별되어진다.

hn
u

.a
c.

kr C
ha

p
te

명
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• 관측치 200, 문항 개수 5개 0.7

• 요인분석 문항 그룹 결과와 일치

하 항은 환하 용• 요인분석 결과 부하 값이 큰 문항은 변환하여 사용

• 1번 변수가 부하 값이 1인 경우, 10점 먼점 경우 (X1=11-X1) 
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신뢰도계수 ? 0.92             ?                ?
Cronbachα



Multivariate Data Analysis

C fi t  F t  A l i  C fi t  F t  A l i  ((페이지페이지 ))Confirmatory Factor Analysis Confirmatory Factor Analysis ((페이지페이지159)159)

SEM(Structural Equation Model) 구조방정식 모형
•인과관계분석회귀분석+변수의공분산구조설명기법인

• SEM in R

공 명
요인분석의결합

•관측변수(네모) vs. 잠재변수(원, latent, factor)
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귀무가설 집단공분산행렬은연구공분산행렬과동일

•대립가설: 모집단공분산행렬은제약이없다.
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Multivariate Data Analysis
요인분석요인분석With With P li  P li  D tD t ((페이지페이지132)132)요인분석요인분석With With Police Police DataData((페이지페이지132)132)

데이터 description
•경찰지원자신체적특성 15개항목

부하 값

경 성 항

•변수속성: 체격및체력조건
• 변수속성 군이 다르고 단위도 상이하다.

• 그러므로 묶여진(그룹 내) 변수들의 평균은 의미 없음, 
요인점수를 이용 (주성분 점수와 유사)
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인점수를 이용 (주성분 점수와 유사)

• 리커트 척도와 상이하므로 내적일치도는 의미 없음
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lysis•요인점수1: 덩치 (CH: 턱걸이반대개념) +

•요인점수2: 체격 (폐활양?) +

•요인점수3: 심장지구력 (맥박) -
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Multivariate Data Analysis
요인분석요인분석With P li  D t  With P li  D t  요인분석요인분석With Police Data With Police Data 22

요인점수 산점도
•덩치와체격요인점수에의한산점도

•체격과심장지구력산점도
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• (7  46) 체격(매우좋음)  심장지구력(중간)  덩치(중간)• (7, 46) 체격(매우좋음), 심장지구력(중간), 덩치(중간)

• (6) 체격중간,심장지구력매우좋음,덩치중간

주성분 분석과 동일
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